
强化学习极简笔记（三）：马尔可夫决策过

程

〇、概述

MDP 是强化学习问题在数学上的理想化形式，因为在这个框架下，我们可以进行精确

的理论说明。

一、“智能体-环境”交互接口

MDP 是一种通过交互式学习来实现目标的理论框架。进行学习及实施决策的机器被称

为智能体（agent）。智能体之外所有与其相互作用的事务称为环境（environment）。这些

事务之间持续进行交互，智能体选择动作，环境对这些动作做出相应的响应，并像智能体呈

现出新的状态。环境也会产生一个收益，通常是特定的数值，这就是智能体在动作选择过程

中想要最大化的目标。

图 1：MDP 中“智能体-环境”交互

经过交互，MDP 和智能体共同给出了一个序列或轨迹

0 0 1 1 1 2, , , , , ,S A R S A R  (1)

MDP 的动态特性由函数 p 定义（由 p 给出的概率完全刻画了环境的动态特性）

   1 1', | , Pr ', | ,t t t tp s r s a S s R r S s A a     (2)

公式（2）表明，在 MDP 中，
,t tS R

的每个可能出现的值出现的概率只取决于前一个状

态和前一个动作 1 1,t tS A  ，并且与更早之前的状态和动作完全无关。这个限制是针对状态的，

称为马尔科夫性。

有函数 p 出发，构造如下定义：公式（3）为状态转移概率；公式（4）为“状态-动作”

二元组的期望收益；公式（5）为“状态-动作-后继状态”三元组的期望收益

     1 1' | , Pr ' | , ', | ,t t t
r

p s s a S s S s A a p s r s a     (3)

     1 1, | , ', | ,t t t
r s

r s a R S s A a r p s r s a      (4)

     
 1 1

', | ,
, , ' | , , '

' | ,t t t t
r

p s r s a
r s a s R S s A a S s r

p s s a       (5)

总结：MDP 框架是目标导向的交互式学习问题的一个高度抽象：任何目标导向的行为

的学习都可以概括为智能体及其环境之间来回传递的三个信号：一个信号表示智能体做出的

选择（行动），一个信号用来表示做出该选择的基础（状态），还有一个信号用来定义智能

体的目标（收益）。
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二、目标和收益

智能体的目标被形式化表征一种特殊信号，称为收益，它通过环境传递给智能体。每一

个时刻，收益都是一个单一标量数值。使用收益信号来形式化目标是强化学习最显著的特征

之一。

收益假设：最大化智能体收到的标量信号（称之为收益）累计和的概率期望值。

最重要的一点：我们设立收益的方式要能真正表明我们的目标。收益信号只能用来传

达什么是你想要实现的目标，而不是如何实现这个目标（Reward is enough）

三、回报和分幕

定义带折扣的回报
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1 1t t tG R G   (7)

四、分幕式和持续性任务的统一表示法

分幕式任务的结束状态为一个出度指向自身的吸收状态

图 2：吸收状态

也可以截断表示回报
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五、策略和价值函数

状态价值函数
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动作价值函数
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k
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根据回溯图，可以推导状态价值函数和动作价值函数之间的相互转化关系（注意 r 是在

执行动作之后得到的）

图 3：回溯图
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由  'v s 表示  v s
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由  ,q s a 表示  v s
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由  'v s 表示  ,q s a
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由  ', 'q s a 表示  ,q s a

   
    

     

, '

, ' '

, | ,

', | , '

', | , ' | ' ', '

t t t

r s

r s a

q s a G S s A a

p s r s a r v s

p s r s a r a s q s a

 







 

  

 

 
  

 



 



(14)

六、最优策略和最优价值函数

最优策略：对于所有 , 's S    ，那么应当
   'v s v s 

。尽管最优策略不止一个，
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用 * 来表示这些策略，他们共享相同的状态价值函数，称之为最优状态价值函数，记为 *v ，

其定义为：对于任意 s S
   * maxv s v s
 (15)

最优策略也共享相同的最优动作价值函数，记为 *q ，其定义为：对于任意 s S

   * , max ,q s a q s a
 (16)

用 *v 来表示 *q

    * 1 * 1, | ,t t t tq s a R v S S s A a      (17)

贝尔曼最优方程（最优策略下各个状态的价值一定等于这个状态下最优动作的期望回报）
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对于最优价值函数 *v 来说，任何贪心策略都是最优策略。

七、最优性和近似解法

最优策略通常需要极大量资源，我们需要面对近似解法。
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强化学习极简笔记（四）：动态规划

零、总体目标

已知 MDP 及其动态特性
 ', | ,p s r s a

，如何得到 * * *, , (q v S 的情况下)

子问题 1：如何得到 * *,q v ：求解贝尔曼方程

子问题 2：如何计算贝尔曼方程：直接求解（一个线性方程组，运算量大）；迭代求解

（DP）
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直观解释公式（1）和公式（2）：最优状态价值函数等于其最大的后继动作-状态价值

函数；最优动作-状态价值函数等于其后继最优状态价值函数的期望。之所以最优动作-价值

函数不是其最大的后继状态价值函数，是因为环境转移不受智能体控制。

壹、策略迭代（Policy Iteration）
概述：策略迭代由两个过程交替进行：策略评估（预测）和策略改进

0 1 *0 1 2 *v v v     
      

       (3)

1.1. 迭代策略评估（给定 估计
 v s ）

由回溯图
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同理，动作-状态价值函数的策略评估结合公式（2），要求所有动作均要被访问到。
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1.2. 策略改进

由策略改进定理：对于 s S  ，满足公式（8），则 ' 相比 一样或者更好，即

   ',s S v s v s   

    , 'q s a v s   (8)
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策略改进定理说明了：

1 给定  v s 以及  |a s ，可以评估一切 ' 的  'v s

2 利用①以及策略改进定理，可以根据
 ,q s a 选最优（考虑所有的状态和动作）。

利用一个单步搜索的贪心策略 ' 改进已有策略
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图 1：策略迭代算法

贰、价值迭代（Value Iteration）
概述：提前截断策略评估的过程（甚至一次遍历对每个状态进行一次更新）

表示：结合策略改进与策略评估的简单更新
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图 2：价值迭代算法

叁、异步动态规划（就地迭代的 DP）
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按照公式（11）乱序更新  v s ，利于和实际环境交互。

肆、广义策略迭代（GPI）

图 3：广义策略迭代

我们将 GPI 的评估和改进流程视作两个约束或目标之间相互作用的过程。
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强化学习极简笔记（五）：蒙特卡洛搜索

核心：不假设拥有完备的环境知识，仅需要 trajectory（状态、动作、收益序列）

概述：分幕式任务的 MC 算法（逐幕作出改进，而非每一步（在线）作出改进）；随机估计

方法（对完整的回报取平均）；采用 GPI 处理非平稳问题（参考赌博机开始的时候的非平稳

上升过程）。

一、蒙特卡洛预测（给定策略由 MC 方法学习状态价值函数）

给定策略 下途经状态 s的多幕数据，想要估计策略 下状态 s的价值函数
 v s 。在

给定的某一幕中，第一次访问为 s的首次访问。

首次访问型 MC 算法用 s的所有首次访问的汇报的平均值估计
 v s 。每次访问型 MC

算法则使用所有访问的回报的平均值。伪代码上两种方法的差异在于每次访问型 MC 算法不

需要检查 tS 是否在当前幕早期时段出现。两种算法有不同的数学基础，但都可以保证当 s的

访问次数（或首次访问次数）趋向无穷时，均收敛到
 v s 。

首次访问型 MC：算法中每个回报值都是对
 v s 的一个独立同分布的估计，且估计的

方差有限。根据大数定理，这一平均值的序列会收敛到其期望值，每次平均都是一个无偏估

计，其误差的标准差以1/ n 衰减，这里的 n为被平均的回报值的个数。

每次访问型 MC：估计值会二阶收敛到
 v s （Singh & Sutton，1996）。

图 1.1：首次访问型 MC
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图 1.2：首次访问型 MC（详细版本）

图 1.3：每次访问型 MC（详细版本）

二、动作价值的 MC 估计

动机：如果无法获得环境的模型，那么计算动作价值比计算状态价值更有用。

难点：一些“状态-动作”二元组可能永远无法访问到。

改进：估计一个状态中可采取的所有动作的价值，而不是仅仅是当前更偏好的某个特定

动作的价值函数。

改进策略一（试探性出发）：将指定的“状态-动作”二元组作为起点开始一幕采样，

同时保证所有“状态-动作”二元组都有非零的概率可以被选为起点。

改进策略二：只考虑那些在每个状态下所有动作都有非零概率被选中的随机策略。

三、MC 控制
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目标：采用 MC 估计解决控制问题，即如何近似最优的策略。

基本思想：GPI（广义策略迭代），同时维护一个近似的策略和近似的价值函数。

收敛假设：1. 试探性出发假设；2. 进行策略评估时有无限多幕样本序列进行试探。

图 3.1：GPI
经典策略迭代算法的 MC 版本如下，经历了很多幕后，近似的动作价值函数会渐进趋向

真实的动作价值函数（假设观测到无限多幕的序列，并且每一幕保证试探性出发，对于一

切 ，MC 算法都可以保证估计到对应的
q ）

0 1 *0 1 2 *q q q     
      

       (3.1)

策略改进的方法在于在当前价值函数上贪心地选择动作，即

   argmax ,
a

s q s a  (3.2)
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(3.3)

<important> 公式（3.3）满足策略改进定理，这个过程保证了 1k  一定比 k 更优，除

非 k 已经是最优策略，这一情况下二者均为最优策略。这个过程反过来保证了整个流程一

定收敛到最优的策略和最优的价值函数。这样，在只能得到若干幕采样序列而不知道环境动

态知识时，MC 算法可以用来寻找最优策略。

如何去除无限多幕采样的假设：1. 借鉴 DP，设定一个测度，来分析逼近误差的幅度和

出现概率的上下界，然后采取足够多的步数来保证这些界足够小（需要大量的幕序列以用于

计算）。2. 参考价值迭代，不再要求在策略改进前完成策略评估，选择逐幕交替进行评估

与改进（基于试探性出发的蒙特卡洛（MCES））。
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图 3.2：MCES

四、没有试探性出发假设的 MC 控制（同轨策略）

替代试探性出发假设：Agent 能够持续不断地选择所有可能动作。

方法：同轨策略（on-policy）&离轨策略（off-policy）（区别在于采样的策略和目标策

略是否一致）

同轨策略方法中，策略一般是“软性”的，即对与任意的  ,s S a A s 
都有

 | 0a s 
，但是他们会逐渐逼近一个确定性策略。在所有 e-软性策略中，e-贪心策略在

某种层面上是最接近贪心策略的，即对于所有非贪心动作，都有
 / | |A s

的概率被选中，

贪心策略选中的概率为
 1 / | |A s  

。

同轨策略算法的 MC 控制的总体思想依然是 GPI。使用首次访问型 MC 算法估计当前策

略的动作价值函数。由于缺乏试探性出发的假设，不能简单地通过对当前价值函数进行贪心

优化来改进策略，否则无法进一步试探贪心动作。注意，GPI 不要求优化策略一定是贪心的，

只需要逐渐逼近贪心策略即可。对于任意一个 e-软性策略 ，根据
q 生成的任意一个 e-贪

心策略保证优于或等于
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图 4.1：同轨策略的首次访问型 MC 控制算法（对于 e-软性策略）

图 4.2：同轨策略的首次访问型 MC 控制算法（对于 e-软性策略）GPI
根据策略改进定理，e-软性策略可以对策略进行改进
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(4.2)

需要注意，MC 控制学习到的是一个 e-软性策略，和 e 有关，但是实际执行的时候可以

轻松转化成确定性策略。

五、基于重要度采样的离轨策略

目标：希望学到的动作可以使随后的智能体行为是最优的，但是为了搜索所有的动作（以

保证找到最优动作），需要采取非最优行动。

难点：如何遵循试探策略采取行动的同时学习到最优策略。同轨策略方法实际上是一种

妥协——它并不学习最优策略的动作值，二十学习一个接近最优且能进行试探的策略的动作

值。

方法：采用两个策略，一个用来学习并最终成为最优策略，另一个更加具有试探性，用

来产生智能体的行动样本。用来学习的策略称为目标策略，用于生成行动样本的策略被称为

行动策略。我们认为学习所用的数据“离开”了待学习的目标策略，因此整个过程被称为离

轨策略学习。该方法方差更大，收敛更慢，更加通用。离轨策略学习也被视作学习外部世界

动态特性的多步预测模型中的关键思想。

现在讨论预测问题。现有两个固定策略， 为目标策略，b为行动策略。

基本方法：重要度采样。重要度采样是一种在给定来自其他分布的条件下，估计某种分

布期望值的通用方法。给定起始状态 tS ，后续的状态-动作轨迹
, , ,t t TA S S

在策略 下发

生的概率，定义 : 1t T  为重要度采样比，使用该比例系数可以调整回报到正确的期望值
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(5.2)

有两种重要度采样实现：普通重要度采样（简单平均）和加权重要度采样
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数学上，两种重要度采样算法在首次访问型方法下的差异可以用偏差与方差来表示。普

通重要度采样的估计是无偏的，而加权重要度采样的估计是有偏的（偏差渐进收敛到 0）。

另一方面，普通重要度采样的方差一般是无界的，因为重要度采样比的方差是无界的。而在

加权估计中任何汇报的最大权值为 1.

六、增量式实现

假设有一个回报序列 1 2 1, , , nG G G 
，都从相同状态开始，且每一个回报都对应一个随

机权重 iW ，我们希望得到如下估计，并且在获得一个额外汇报 nG 时能保持更新

 

 

, 2
k tt s

n
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W G
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 (6.1)

为了能不断跟踪 nV 的变化，必须为每一个状态维护前 n个回报对应的权值的累加和 nC 。

nV 的更新方法是，这里定义 0 0C 

 1
n

n n n n
n

WV V G V
C   (6.2)

1 1n n nC C W  (6.3)

离轨策略 MC 预测算法（策略评估）为

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚

整
理
人
：
利
友
诚



图 6.1：离轨策略 MC 预测算法（策略评估）

七、离轨策略 MC 控制

图 7.1：离轨策略 MC 控制算法

一个潜在的问题是，当幕中某时刻后剩下的所有动作都是贪心的时候，这种方法也只会
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从幕的尾部进行学习。如果非贪心的行为较为普遍，则学习的速度会很慢，尤其是对于那些

在很长的幕中较早出现的状态就是如此。这可能会极大降低学习速度。处理这个问题的方法

可能是时序差分学习。
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强化学习极简笔记（六）：时序差分学习

〇、算法概述

概述：时序差分学习（TD）结合了蒙特卡洛方法和同代规划方法的思想：TD 可以直接

从与环境互动的经验中学习策略，而不需要构建关于环境动态特性的模型（MC）；TD 无需

等待交互的最终结果（DP），利用了自举思想（从估计中估计），而可以基于已得到的其

他状态的估计值来更新当前状态的价值函数。

核心：策略评估（预测）问题；控制问题。这些方法之间的主要区别在于他们解决预测

问题的不同方式。

一、时序差分预测

TD 和 MC 的区别：TD 和蒙特卡洛方法都利用经验来解决预测问题。MC 方法需要一直

等到一次访问后的回报知道之后，再用这个回报作为状态价值函数的目标进行估计，一个使

用于非平稳环境的简单的每次访问型蒙特卡洛方法（常量αMC）可以表示成

      t t t tV S V S G V S   (1)

MC 必须等到一幕的末尾才能确定对  tV S
的增量（因为只有这时 tG 才是已知的。在

t+1 时刻，TD 方法立刻就能构造出目标，并使用观察到的收益 tG 和估计值  1tV S  来进行一

次有效更新。最简单的 TD 方法在状态转移到 1tS  并收到 1tR  的收益时会立刻作出如下更新

        1t t t t t tV S V S R V S V S      (2)

实际上，MC的目标是 tG ，而 TD更新的目标是  1t t tR V S 
。这种 TD方法被称为 TD(0)，

或单步 TD，算法如下

图 1：表格型 TD(0)
由于

   |t tv s G S s   (3)

 1 1 |t t tR G S s      (4)
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  1 1 |t t tR v S S s      (5)

MC 方法把对公式（3）的估计值作为目标，DP 方法把对（5）的估计值作为目标。MC
的目标是所以是一个估计值，是因为（3）中的期望值是未知的，我们用样本回报来代替实

际的期望回报。DP 的目标之所以是一个估计值则不是因为期望值的原因，其会假设由环境

模型完整地提供期望值，真正的原因是因为真实的
 1tv S  是未知的，因此要使用当前的估

计值
 1tV S  来替代。TD 的目标也是一个估计值：它采样得到（4）的期望值，并且使用当

前的估计值 V 来替代真实值
v 。因此，TD 结合了 MC 和 DP。

TD 误差如下

   1 1t t t tR V S V S    (6)

每个时刻的 TD 误差是当前时刻估计的误差，由于 TD 误差取决于下一个状态和下一个

收益，所以要到一个时刻步长之后才可获得。如果价值函数数组 V 在一幕中没有改变（MC
中如此），则 MC 误差可以写成 TD 误差的和
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(7)

如果 V 在该幕中变化了（如 TD(0)的情况，V 不断地更新），那么这个等式就不准确，

大如果时刻步长较小，则等式仍能近似成立。

二、时序差分预测方法的优势

优势 1：TD 不需要环境模型，即描述受益和下一状态联合概率分布的模型。

优势 2：相比 MC，TD 自然地运用了一种在线的、完全递增的方法来实现。MC 必须等

到一幕的结束，因为只有那时我们才能知道确切的回报值，而 TD 方法只需要等到下一时刻

即可。

TD 的收敛性：对于任意固定的策略
 ，TD(0)都已经被证明能够收敛到 v 。如果步长参

数是一个足够小的常数，那么它的均值能够收敛到
v ；如果步长参数根据随机近似条件（8）

逐渐变小，则它能够以概率 1 收敛（概率 1 收敛一定均值收敛，均值收敛不一定概率 1 收

敛）

   2

1 1
0n n

n n
a a 

 

   
∞ ∞

∞ (8)

TD 的收敛速度：在实践中，TD 方法在随机任务上通常比常量αMC 方法收敛更快。

三、TD(0)的最优性

批量更新：只有在处理了整批的训练数据后才进行更新。给定近似价值函数 V，在访问

非终止状态的每个时刻 t，使用公式（1）和（2）计算相应的增量，但价值函数仅根据所有

增量的和改变一次。然后，利用新的价值函数再次处理所有可用的经验，产生新的总增量，

以此类推，直到价值函数收敛。

在批量更新下，只要选择足够小的步长参数α，TD(0)就能确定地收敛到与α无关的唯
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一结果。常数αMC 方法在相同的条件下也能确定地收敛，但会收敛到不同的结果。在批量

训练下，常数αMC 的收敛值  V s
是经过状态 s 后得到的实际回报的样本平均值。可以认

为他们是最优估计，因为他们最小化了与训练集中实际回报的均方根误差。但是，批量 TD
方法在均方根误差上表现得更好：MC 方法只是从某些有限的方面来说最优，而 TD 方法的

最优性则与预测回报这个任务更为相关。

批量 MC 方法总是找出最小化训练集上均方误差的估计，而批量 TD(0)总是找出完全符

合马尔可夫过程模型的最大似然估计参数。通常，一个参数的最大似然估计是使得生成训

练数据的概率最大的参数值。这种估计被称为确定性等价估计，因为它等价于假设潜在过程

参数的估计是确定性的而不是近似的。批量 TD(0)通常收敛到确定性等价估计。

为什么 TD 方法比 MC 方法更快收敛：在以批量的形式学习的时候，TD(0)比 MC 方法更

快是因为它计算的是真正的确定性等价估计。

对于状态空间巨大的任务，TD 方法可能是唯一可行的逼近确定性等价解的方法。

四、Sarsa：同轨策略下的时序差分控制（on-policy TD）
一幕数据指的是一个状态和动作交替出现的序列

图 2：一幕数据

确保状态值在 TD(0)下收敛的定理也同样适用于对应的关于动作值的算法上

        1 1 1, , , ,t t t t t t t t tQ S A Q S A R Q S A Q S A       (9)

这个更新规则用到了描述这个事件的五元组
 1 1 1, , , ,t t t t tS A R S A   ，因此得名 Sarsa。

Sarsa算法的收敛性取决于策略对于 Q 的依赖程度。若使用 e-贪心或 e-软性策略，只要所有

状态-动作二元组都被无限多次地访问到，并且贪心策略在极限的情况下能够收敛（这个收

敛过程可以通过令 1/ t  来实现），Sarsa 就能够以 1 的概率收敛到最优策略和动作价值

函数

图 3：Sarsa（同轨策略下的 TD 控制）算法

五、Q 学习：离轨策略下的时序差分控制

Q学习定义为
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        1 1, , max , ,t t t t t t t ta
Q S A Q S A R Q S a Q S A      (10)

在这里，待学习的动作价值函数 Q 采用了对最优动作价值函数 *q 的直接近似作为学习

的目标，而与用于生成智能体决策序列轨迹的行动策略是什么无关。Q 学习算法的流程如下

图 4：Q 学习（离轨策略下的时序差分控制）算法

为什么 Q 学习是一种离轨策略控制方法，而 Sarsa是一种同轨策略的控制方法

图 5：为什么 Q 学习是离轨策略控制方法，而 Sarsa是一种同轨策略控制方法

六、期望 Sarsa（一种离轨策略控制方法）

考虑一种和 Q 学习类似，但把对于下一个状态-动作二元组取最大值一步换成取期望的

学习算法

         
       

1 1 1 1

1 1 1

, , , | ,

, | , ,

t t t t t t t t t t

t t t t t t t
a

Q S A Q S A R Q S A S Q S A

Q S A R a S Q S a Q S A

 

  

   

  

    

 
    

 


(11)

给定下一个状态，这个算法确定地向期望意义上的 Sarsa 算法所决定的方向上移动。因

此被称作期望 Sarsa。
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期望 Sarsa 在计算上比 Sarsa 更为复杂，但是它消除了因为随机选择动作而产生的方差。

在相同数量的经验上，期望 Sarsa 的表现优于 Sarsa，且可以随机设置一个α而不需要单行长

期稳态性能的损失。

七、最大化偏差与双学习

目前为止讨论的所有控制算法在构建目标策略时都包含了最大化操作，在估计值的基础

上进行最大化也可以被看作隐式地对最大值进行估计，而这回带来一个显著的正偏差，我们

将其称作最大化偏差。

最大化偏差会损坏 TD 控制算法的性能，可以使用双学习来避免。双学习一共学习两个

估计值，以双 Q 学习举例：一个估计 1Q 来确定最大的动作，再用另一个 2Q 来计算其价值的

估计

 

     

1

1 1 2 1 1 1 1

,

, , argmax , ,

t t

t t t t t t t
a

Q S A

Q S A R Q S Q S a Q S A   
         

(12)

双学习消除了最大化偏差带来的性能损失，过程如下

图 6：双 Q 学习

八、游戏、后位状态和其他特殊例子

传统的状态价值估计的是在某个状态中，当智能体可以选择执行一个动作时，这个状态

的价值，但是也可以评估智能体执行这一动作之后的状态的价值，我们称之为后位状态

（afterstates），并将它们的价值函数称之为后位状态价值函数。后位状态价值函数就是利

用了先验知识的更加高效的学习方法。
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强化学习极简笔记（九）：基于函数逼近的

同轨策略预测

〇、表格型近似求解方法

目标：将表格型方法扩展到任意大的状态空间的问题上。我们的目标从期望能够找到最

优的策略或最优价值函数，转而为使用有限的计算资源找到一个比较好的近似解。

要求：泛化能力：如何将状态空间中的一个有限子集的经验推广来很好地近似一个大得

多的子集。

函数逼近：从样例中进行泛化，从一个预期的函数（如一个价值函数）中获得实例，并

试图对他们进行泛化来逼近整个函数。函数逼近是一个有监督学习的例子。

新的问题：非平稳性、自举和延时目标。

一、价值函数逼近

近似价值函数：我们将给定权值向量 w 在状态 s 的近似价值函数写作

   
^

,v s w v s (1)

权值的数量（w 的维度）远远小于状态的数量（d《|S|），另外改变一个权值将改变许

多状态的估计值。因此，当一个状态更新时，许多其他状态的价值函数也会被更改。这样

的泛化能力可能使得学习能力更为强大，但也可能更加难以控制和理解。

将 RL 扩展到函数逼近有助于解决“部分观测”问题，即智能体无法观测到完整的状态

的情况。如果参数化函数

^
v
的形式化表达并不依赖于状态的某些特定的部分，那么可以认为

状态的这些部分是不可观测的。

定义符号（2）表示一次单独的更新，s 表示更新的状态，而 u 表示 s 的估计价值朝向

的更新目标，如 MC 的价值函数预测的更新为 ts G
。值得注意的是：MC 和 TD 只更新遇

到的状态；DP 更新任意状态。

s u (2)

自然地，将每一次更新解释为给价值函数指定一个理想的“输入-输出”范例样本。更

新 s u 意味着状态 s 的估计价值需要更接近更新目标 u。学习拟合“输入-输出”范例的

机器学习方法叫有监督学习，当输出 u 为数字时，这个过程通常被称作函数逼近。

并不是所有的函数逼近方法都适用于 RL：RL 需要在线学习，即智能体需要与环境或环

境的模型进行交互，这要求算法能够逐步得到的数据中有效地进行学习。此外，RL 需要能

够处理非平稳目标函数（即随时间变化的目标函数）的函数逼近方法。

二、预测目标（VE）

表格型：不需要对预测质量的连续函数进行衡量，这是因为学习到的价值函数完全可以

与真是的价值函数精确相等。每个状态下学习的价值函数都是解耦的：一个状态的更新不会

影响其他状态。

函数逼近：一个状态的更新会影响到许多其他状态，而且不可能让所有状态的价值完全

正确，这是因为状态的数量远多于权值的数量，所以一个状态的估计价值越准确就意味着别
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的状态的估计价值变得不那么准确，所以我们需要给出哪些状态是我们最关心的。

指定一个状态分布（3），表示对每个状态 s 的误差的关心程度

   0, 1
s

s s   (3)

我们得到一个目标函数，即均方价值误差，记作VE

       
2^

,
s S

VE w s v s v s w


  
 

 (4)

这个度量的平方根，即VE方根，给出了一个粗略的对近似价值函数与真实价值差异大

小的度量。我们将在状态 s 上消耗的计算时间的比例定义为
 s

。同轨策略训练中称其为

同轨策略分布。在持续性任务中，同轨策略分布是 的平稳分布。

图 1：分幕式任务中的同轨策略分布

在近似求解持续性和分幕式任务的情况下需要进行分类讨论，这使得学习目标的确定更

加规范。

对于VE而言，最理想的目标是对于所有可能的 w 找到一个全局最优的权值向量
*w ，

满足

   *VE w VE w (5)

对于复杂的函数逼近模型，转而寻找局部最优，即找到一个权值向量
*w 及其附近所有

向量 w，满足（5）。

三、随机梯度和半梯度方法

随机梯度下降（SGD）：一类函数逼近方法，适用于在线强化学习。SGD 方法对于每一

个样本，将权值向量朝着能够减小这个样本的误差的方向移动
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2^

1
1 ,
2t t t t tw w v S v S w

    
 

 (6)

       
2 2^ ^

1

, ,
1 , ,
2

t t t t t t

t
d

v S v S w v S v S w
w

w w

 




           

     
  
 
 

 (7)

     
^ ^

, ,t t t t tw v S v S w v S w      
 

(8)

SGD 的“随机”体现在：更新仅仅依赖于一个样本来完成，而且该样本很可能是随机选

择的。如果α以满足标准随机近似条件的方式较小，那么 SGD 方法（8）可以保证收敛到局

部最优解。

若目标输出为 tU 
不是真实的价值  tv S ，而是其随机近似。SGD表示为

   
^ ^

1 , ,t t t t t tw w U v S w v S w
    
 

 (9)

如果 tU 是一个无偏估计，即满足对任意 t，有

   |t t tU S s v S   (10)

那么在α的下降满足随机近似条件的情况下， tw 一定会收敛到一个局部最优解。

根据以上，MC 状态价值函数预测的梯度下降版本可以办证找到一个局部最优解

图 2：梯度 MC

注意，若使用  tv S 的自举估计值作为目标，则无法得到相同的收敛性保证。自举目

标都取决于权值向量 tw 的当前值，这意味着有偏的，所以无法实现真正的梯度下降法。自

举法实际上并不是真正意义上的梯度下降，它只考虑了改变权值向量 tw 对估计的影响，却

忽略了对目标的影响。由于只包含了一部分梯度，我们称之为半梯度方法。

尽管半梯度（自举法）并不像梯度方法那样稳健收敛，但在一些情况下依然可以稳健收

敛。其优势在于：1. 学习速度比较快；2. 支持持续地和在线地学习，而不需要等待一幕的

结束。这使得可以用于持续性问题，并有一些计算优势。
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图 3：半梯度 TD(0)
状态聚合是一种简单形式的泛化函数逼近，这里状态被分为不同组，每个组对应一个估

计值（对应权值向量 w 的一个维度分量）。状态的价值估计就是所在组对应的分量，当状

态被更新时，只有这个对应分量被单独更新。

四、线性方法

线性近似的状态价值函数可以写作
w和  x s

的内积

     
^

1
,

d

i i
i

v s w w x s w x s


  (11)

在这种情况下，我们说近似价值函数是依据权值线性的，或者简单地说是线性的。状态

s 对应的函数值称作 s 的特征。对于线性方法，特征被称作基函数，这是因为它们构成了可

能的近似函数集合的线性基。

SGD 在线性情况下可以简化为一个特别简单的形式

   
^

,t tv S w x s  (12)

   
^

1 ,t t t tw w U v S w x s
   
 

 (13)

在线性情况下，函数只存在一个最优质，因此保证收敛到或接近局部最优值的任何方法，

也都自动地保证收敛到或接近于全局最优质。

TD(0)在线性函数的情况下逼近收敛，权值向量也不是收敛到全局最优，而是靠近局部

最优的点。每个时刻 t 的更新是

   

 
  

^

1

1 1

1 1

,t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

w w U v S w x s

w R w x w x x

w R x x x x w



 

 



 
 


 

   
 

  

   



 (14)

一旦系统达到一个稳定的状态，对于任意给定的 tw ，下一个更新的权值向量的期望可
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以写作

   1 |t t t tw w w b Aw    (15)

 
  
1

1

d
t t

d d
t t t

b R x

A x x x






 

   

 

  
(16)

从（15）可以看出，如果系统收敛，它必须收敛于满足下式的权值向量 TDw

1

0TD

TD

TD

b Aw
b Aw

w A b

 

 

 
(17)

这个量被称为 TD 不动点。事实上，线性半梯度 TD(0)就收敛到这个点上，下面给出收

敛性以及逆的存在性的证明
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图 4：线性 TD(0)收敛性的证明

在 TD 不动点出，已经证明（在持续性任务的情况下）VE在可能的最小误差的一个扩

展边界内，即 TD 的渐进误差不超过 MC 的最小可能误差的

1
1 

   1 min
1TD w

VE w VE w





(18)

以上结果的关键在于状态是按照同轨策略分布来更新的，对于按照其他分布的更新，例

如使用函数逼近的自举法可能发散到无穷大。尽管如此，TD 方法在学习速率方面有巨大的

潜在优势。

图 5：n 步半梯度 TD
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五、线性方法的特征构造

线性方法的优势：1. 收敛性保证；2. 数据和计算方面高效。第二点取决于我们如何选

用来表达状态的特征。

特征应该是提取状态空间中最通用的信息。线性形式的一个局限性在于无法表征之间的

相互作用，直观解释是：单个特征维度可能无意义，特征维度的组合才有意义。

有多种方法增加线性特征的表示能力

图 6：线性方法中构建特征的不同方式

六、最小二乘时序差分（LSTD）
根据（19），我们可以迭代计算 TD 不动点

1
TDw A b (19)

迭代计算或许效率不高，我们可以通过对 A 和 b 的估计，直接计算 TD 的不动点。LSTD
方法如下
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     (20)

^ ^
1

t t tw A b (21)

上式是线性 TD(0)数据效率最高的一种形式，但是计算复杂度更高。

图 7：  2O d 版本 LSTD，用于估计  
^
v w x v

  

七、基于记忆的函数逼近

基于记忆的函数笔记方法不同于上面的参数化方法：仅仅在记忆中保存考到过的训练样

本（至少保存样本的子集）而不更新任何参数。每当需要知道查询状态的价值估计值时，就

从记忆中检索查找出一组样本，然后使用这些样本来计算查询状态的估计值。这种方法被称

为拖延学习，因为处理训练样本被推迟到了系统被查询的时候。这是非参数化方法的主要例

子。

八、基于核函数的函数逼近

核函数回归是一种基于记忆的方法，它对于记忆中存储的所有样本的对应目标计算其和

函数加权平均值，并将结果返回给查询状态。

九、深入了解同轨策略学习：“兴趣”与“强调”

对于一个 MDP，我们可以有很多同轨策略分布，而不是仅仅有一个。所有的分布都遵

从目标策略运行时在轨迹中遇到的状态分布，但是他们在不同的轨迹中是不同的，从某种意

义上来说，就是源于轨迹的初始化不同。

兴趣值：一个非负随机标量变量 tI ，表示我们在 t 时刻有多大兴趣要精确估计一个状态

（或“状态-动作”二元组）的价值。根本不在意，兴趣值为 0；非常在意，兴趣值为 1.
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强调值：一个非负随机标量变量 tM ，这个标量会被乘上学习过程中的更新量，因此决

定了在 t 时刻强调或者不强调“学习”。我们可以用更一般的 n步学习法来替代

   
^ ^

1 : 1 1, , ,0t n t n t t n t t n t t nw w G v S w v S w t T       
      
 

 (22)

,0n
t t t nM I M t T     (23)

图 8：兴趣与强调
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强化学习极简笔记（十）：基于函数逼近的

同轨策略控制

〇、概述

关注点：动作价值函数    
^

*, , ,q s a w q s a 进行参数化逼近的控制问题，这里
dw

是有限维权值向量。令人惊讶的是，一旦我们有了真正的函数逼近，我们必须放弃折扣并将

控制问题的定义转换为一个新的“平均收益”的形式，这个形式有一种新的“差分”价值函

数。

一、分幕式半梯度控制

动作价值函数预测的梯度下降更新的一般形式是

   
^ ^

1 , , , ,t t t t t t t t tw w U q S A w q S A w
    
 

 (1)

作为一个一般形式的例子，单步 Sarsa 方法的更新可以表示为（分幕式半梯度单步 Sarsa）

     
^ ^ ^

1 1 1 1, , , , , ,t t t t t t t t t t t tw w R q S A w q S A w q S A w    
     
 

 (2)

对于一个固定的策略，这个方法的收敛情况和 TD(0)一样，具有相同的误差边界。

为了得到控制方法，我们需要将这种动作价值函数预测与策略改进及动作选择的技术结

合起来（适用于连续动作或从大型离散集合中选取动作的技术尚未有完美的解决方案）。另

一方面，如果动作集合是离散的并且不是太大，那么我们可以使用前几章中已经提及的技术

（根据动作价值函数贪心选择动作，之后转化为柔性近似策略）。完整算法如下

图 1：分幕式半梯度 Sarsa
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二、半梯度 n 步 Sarsa
通过使用 n步回报作为半梯度公式中的更新目标来获得分幕式半梯度 Sarsa的 n步版本

 
^

1
: 1 2 1, , ,n n
t t n t t t n t n t n t nG R R R q S A w t n T  
              (2)

完整伪代码如下

图 2：分幕式半梯度 n 步 Sarsa
使用中等程度的自举法往往能够得到最好的性能，对应的便是大于 1 的 n。

三、平均收益：持续性任务中的新的问题设定

现在介绍第三种经典的马尔可夫决策问题（MDP）的目标设定：“平均收益”设定。前

两种为“分幕式”设定和“折扣”设定。正如折扣设定，平均收益也适用于持续性问题，即

智能体与环境之间的交互一直持续而没有对应的终止或开始状态。平均收益和折扣收益不同，

智能体对于延迟收益的重视程度与即时收益相同。

折扣设定对函数逼近来说是有问题的，因此需要用平均收益设定来替换。

在平均收益设定中，一个策略 的质量被定义为在遵循该策略时的收益率的平均值，简

称平均收益，表示为  r 
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这里的期望根据初始状态 0S 和遵循 生成的动作序列 0 1 1, , , tA A A 
来决定，  是一

个稳态分布，假设对于每一个 都存在并是独立于 0S 的，则

   0: 1lim Pr | ~t t ts S s A   ∞ (4)

这种关于 MDP 的假设称为遍历性。这意味着 MDP 开始的位置或智能体的早期决定只具

有临时的效果；从长远看，一个状态的期望只与策略本身以及 MDP 的转移概率相关。遍历

性足以保证上述公式中极限的存在。

特别地，我们认为所有达到  r  最大值的策略都是最优的。注意，“稳态分布”是一

个特殊的分布，即如果你按照 来选择动作，依然会获得同样的分布

       | ' | , '
s a

s a s p s s a s     (5)

在平均收益设定中，回报是根据即使收益和平均收益定义的

   1 2t t tG R r R r       (6)

这被成为差分回报，相应的价值函数被成为差分价值函数。它们的定义方式和之前相同，

与状态价值函数/动作价值函数形式兼容。差分价值函数也有贝尔曼方程（和之前的差别在

于：去掉所有的折扣 ，并用即时收益和真实平均收益之间的差来代替原来的即时收益

          
, '

| ', | , '
a r s

v s a s p s r s a r r v s      (7)

         
, ' '

, ', | , ' | ' ', '
r s a

q s a p s r s a r r a s q s a   
   

 
  (8)

        * *
',

max ', | , max '
a s r

v s p s r s a r r v s


   (9)

        * *'',
, ', | , max max ', '

as r
q s a p s r s a r r q s a


   (10)

对于两类 TD 误差也有对应的差分形式

   
^ ^

11 1 , ,tt t t t t tR R v S w v S w     (11)

   
^ ^

11 1 1, , , ,tt t t t t t t tR R q S A w q S A w      (12)

这里 1tR  是在时刻 t 对平均收益  r  的估计。有了这些改进的定义，大多数算法和理

论的结果都无需改变，就适用于平均收益设定。例如，半梯度 Sarsa的平均收益版本的定义

式只在 TD 误差定义有区别

 
^

1 , ,t t t t t tw w q S A w   (13)
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完整算法伪代码如下

图 3：差分半梯度 n 步 Sarsa

四、弃用折扣

持续性的带折扣问题的公式化表达在表格型的情况下非常有用，因为每个状态的回报可

以被分别地识别和取平均。但是在函数逼近的情况下，是否将折扣用在问题的公式化表达中

则需要打一个问号。

由于在较长（近似无限长）的时间里的带折扣的累计回报和等价于平均回报，即对于策

略 ，折扣后的均值总是
   / 1r  

，也就是说，它本质上就是平均收益
 r 

。折扣率

 在问题中没有任何作用，实质上可以是零，而这个排序仍然保持不变。

下面给出详细证明，说明在持续性问题（伴随无限长度的序列）中，折扣是无用的（随

便取值都可以）
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图 4：持续性问题中折扣的无用性

使用函数逼近的折扣控制设定困难的根本原因在于我们失去了策略改进定理。我们在单

个状态上改进折后价值函数不再保证我们会改进整个策略。而这个保证是强化学习控制方法

的核心，使用函数逼近让我们失去了这个核心！

事实上，策略改进定理的缺失也是分幕式设定以及平均收益设定的理论缺陷：一旦引入

函数逼近，我们无法保证在任何设定下都一定会有策略的改进。而在基于参数化策略的 RL
中，有策略梯度定理在理论上进行保证。

五、差分半梯度 n 步 Sarsa
为了推广到 n步自举法，我们需要一个 n 步版本的 TD 误差。首先将 n 步回报推广到差

分形式，使用函数逼近有

 
^

1 2: 1 2 1, ,t t t nt t n t t t n t n t n t nG R R R R R R q S A w                 (14)

其中， R是对
 r 

的一个估计， 1,n t n T   。如果 t n T  ，和往常一样定义

:t t n tG G  。n步 TD 误差变为：

 
^

: , ,t t t n t tG q S A w   (15)

之后，我们可以使用常规的半梯度 Sarsa更新，完整算法如下
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图 5：差分半梯度 n 步 Sarsa 算法
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强化学习极简笔记（十三）：策略梯度方法

〇、概述

目标：直接学习参数化策略的方法。记为

   | , Pr | ,t t ta s A a S s       (1)

策略参数的学习方法基于某种性能度量  J  的梯度，这些梯度是标量  J  对策略参

数的梯度。这些方法的目标是最大化性能指标，所以他们的更新近似于 J 的梯度上升

 
^

1t t tJ       (2)

其中，
 
^

tJ 
是一个随机估计，其维度与θ维度相同。它的期望是性能指标对参数θ

的梯度的近似。这一类方法成为策略梯度法。同时学习策略和价值函数的方法一般被称为行

动器-评判器方法，其中行动器指的是学习到的策略；判别器指学习到的价值函数。

一、策略近似及其优势

在策略梯度方法中，策略可以用任意的方式参数化，只要
 | ,a s 

对参数可导。实际

中，为了便于探索，一般要求策略永远不会变成确定的。回顾赌博机为题，引入偏好函数

 , ,h s a  表示对动作的偏好，此时策略可以表示为偏好函数的指数柔性最大化（softmax）

分布

 
 

 

, ,

, ,| ,
h s a

h s b

b

ea s
e



 


 (3)

这些动作偏好可以被任意形式参数化表示，如神经网络或线性拟合。

以偏好柔性最大化分布选择动作的一个直接好处就是近似策略可以接近于一个确定的

分布，尽管基于 e-贪心的动作选择中会有 e 的概率选择随机动作。我们也可以根据动作价值

的柔性最大化分布选择动作，但是这不会使策略趋向于一个确定的策略。相反，动作价值的

估计值会收敛于对应的真实值，而真实值之间的差异是有限的，因此各个动作会对应到一个

特定的概率而不是 0 和 1.而动作偏好不同，因为它们不趋向于任何特定的值；相反，它们趋

向于最优的随机策略。如果最优策略是确定的，则最优动作的偏好值将可能趋向无限大于

所有次优动作。

利用动作偏好的柔性最大化分布的参数化策略还有另外一个优势，即可以以任意的概率

来选择动作。在一些情况下，最好的近似策略可能是一个随即策略，基于动作价值函数的方

法没有一种自然的途径来求解随机最优策略，但是基于策略近似的方法可以。

策略参数化相对于动作价值函数参数化的一个最简单的优势是可以用更简单的函数近

似。

最后，策略参数化形式的选择有时是在基于强化学习系统中引入理想中的策略形式的

先验知识的一个好方法。

二、策略梯度定理

策略参数化相对于 e-贪心动作选择法有理论上的优势：对于连续的策略参数化，选择
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动作的概率作为被优化的参数会平滑地变化，但是 e-贪心方法则不同，只要估计的动作价

值函数的变化导致了最大动作价值对应的动作发生了变化，则选择某个动作的概率可能会突

变，即使估计的动作价值函数只发生了很小的变化。由于这个原因，基于策略梯度的方法能

够比基于动作价值函数的方法有更强的收敛保证。特别地，策略关于参数变化的连续性使

得基于梯度的方法能够近似梯度公式（1）。

在分幕式和持续性的两种不同情况下，他们的性能指标  J  定义不同，在一定程度上

不得不分开处理。

先考虑分幕式的情况，将性能指标定义为初始状态的价值。假设每幕都从某个（非随机

的）状态 0s 开始，则将性能指标定义为

   0J v s


  (4)

其中，
v

 是在策略  下的真实价值函数，策略由参数θ决定。

策略梯度定理提供了一个性能指标相对于策略参数的解析表达式，在分幕式情况下策略

梯度定理表达式如下

       , | ,
s a

J s q s a a s       (5)

下面给出证明
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图 1：策略梯度定理的证明（分幕式情况）

三、REINFORCE：蒙特卡洛策略梯度

公式（1）中的随机梯度上升，其中需要一个获取样本的方法，这些采样的样本梯度的

期望正比于性能指标对于策略参数的实际梯度。这些样本梯度只需要正比于实际的梯度，因

为任何常熟的正比系数显然都可以被吸收到步长参数α中。策略梯度定理给出了一个正比于

梯度的精确表达式，现在只需要一种采样方法，使得采样样本的梯度近似或者等于这个表达

式

       

   

, | ,

, | ,

s a

t t
a

J s q s a a s

q S a a S



 

   

 

  

 
   

 

 


(6)

此时公式（1）可以实例化为

   
^

1 , , | ,t t t t
a
q S a w a S        (7)

这一算法称为全部动作算法，因为它的更新涉及了所有可能的动作。经典的 REINFORCE

算法，在时刻 t 的更新仅仅涉及了 tA，即在时刻 t 被实际采用的动作。在公式（6）基础上

进行 REINFORCE 的推导
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此时公式（1）的随机梯度上升表达如下

 
 1

| ,
| ,
t t

t t t
t t

A S
G

A S
 

  
 


  (9)

REINFORCE 算法每一个增量更新正比于回报 tG 和一个向量的乘积，这个向量是选择动

作的概率的梯度除以这个概率本身。这个向量是参数空间中使得将来在状态 tS 下重复选择

动作 tA的概率增加最大的方向。这个更新使得参数向量沿着这个方向增加，更新大小正比

于回报，反比于选择动作的概率。前者的意义在于它使得参数向着更有利于产生最大回报的

动作的方向更新。后者有意义是因为如果不这样的话，频繁被选择的动作会占优（在这些方

向更新更频繁），即使这些动作不是产生最大回报的动作，最后可能也会胜出，这就会影响

性能指标的优化。

在实际使用中
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会表达为一个更加紧凑的形式
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  (10)

这个向量称为迹向量，这是算法中策略参数唯一出现的地方

图 2：REINFORCE： * 的蒙特卡洛策略梯度的控制算法（分幕式）

REINFOECE 有很好的理论收敛保证，这是其和其他随机梯度方法相比的优势。每幕的期

望更新和性能指标的真实梯度方向相同。这可以保证期望意义下的性能指标的改善，只要α

足够小，在标准的随机近似条件（减小α）下，它可以收敛到局部最优。然而，作为 MC 方

法，REINFORCE 可能有较高的方差，因此导致学习较慢。

四、带有基线的 REINFORCE

将策略梯度定理推广，加入任意一个与动作价值函数对比的基线
 b s

          , | ,
s a

J s q s a b s a s        (11)

基线函数
 b s

与动作 a 无关
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         | , | , 1 0
a a
b s a s b s a s b s          (12)

包含基线的 REINFORCE 更新如下

    
 1

| ,
| ,
t t

t t t t
t t

A S
G b S

A S
 

  
 


   (13)

在赌博机问题中，baseline 是一个数值（目前为止的平均收益），对于 MDP，这个 baseline
应该是根据状态的变化而变化。在一些状态下，所有动作的价值可能都比较大，因此我们需

要一个较大的基线用以区分拥有更大值的动作和相对值不那么高的动作；其他状态下当所有

动作的值都比较低的时候，baseline 应该较小。

状态价值函数  
^

,tv S w 是一个比较直观的 baseline

图 3：带有基线的 REINFORCE 算法（分幕式）

注意区分 REINFORCE 算法和 AC 算法的区别：尽管带基线的 RL 方法既学习了一个策略

函数也学习了一个状态价值函数，我们也不认为它是一种 AC 方法，因为它的状态价值函数

仅被用于 baseline，而不是作为一个“判别器”。也就是说，它没有被用于自举操作，而只

是作为正被更新的状态价值的 baseline。只有采用自举法的时候，才会出现依赖于函数逼近

质量的偏差和渐进性收敛（降低了方差并加快了学习）。

五、“行动器-判别器”方法

使用单步回报（并使用估计的状态价值函数作为基线）来代替 REINFORCE 算法的整个

回报
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(14)

这是一个完全在线、增量式的算法，其状态、动作和收益都只会在它们第一次被收集到
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时候使用，之后都不会再次使用

图 4：单步“行动器-判别器”方法（分幕式）

可以很容易扩展到 n 步方法和λ-回报方法

图 5：带资格迹的“行动器-判别器”方法（分幕式）

六、持续性问题的策略梯度
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对于没有分幕式边界的持续性问题，我们需要根据每个时刻的平均收益来定义性能指标
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 (16)

算法伪代码如下

图 6：带资格迹的“行动器-判别器”方法（持续的）

自然地，在持续性问题中，我们使用差分回报定义价值函数

   1 2t t tG R r R r      
(17)

下面给出持续性问题中的策略梯度定理的证明
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图 7：策略梯度定理证明（持续性问题）

七、针对连续动作的策略参数化方法

基于参数化策略函数的方法还提供了解决动作空间大甚至动作空间连续（动作无限多）

的实际途径。我们不直接计算每一个动作的概率，而是学习概率分布的统计量。
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 (18)

我们将策略的参数向量划分为两个部分，一部分用来近似均值，一部分用来近似标准差

（均值可以用一个线性啊还能输来逼近，标准差必须为正数，因此使用线性函数的指数形式

比较好）

,   


    (19)

   ,s x s     (20)

    , exps x s     (21)
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深度强化学习极简笔记（四）：深度 Q 网络

〇、概述

Q-learning 算法在使用表格（Tabular）的情况下或使用线性函数逼近 Q函数时，Q-learning
已被证明可以收敛于最优解。在使用非线性函数逼近器（如神经网络）来表示 Q 函数时，

Q-learning 并不稳定，甚至发散。深度 Q 网络（Deep Q-Networks，DQN）算法解决了以上问

题。

无模型（Model-Free）方法为解决基于 MDP 的决策问题提供了一种通用的方法。其中

给“模型”是指显式地对 MDP 相关的转移概率分布和回报函数建模，而 TD 学习是一类无

模型的方法。TD 学习遵循的思想是：即使对子问题的估计并非一直是最优的，我们可以通

过自举（Bootstrapping）来估计子问题的值。

    1 |t t tv s R v S S s       (1)

        1t t t t tV S V S R V S V S      (2)

一、Sarsa和 Q-learning

Q-learning（one-step）遵循如下更新规则

        
1

1 1, , max , ,
t

t t t t t t t t tA
Q S A Q S A R Q S A Q S A 


     (3)

可以使用多步回报提高逼近精度。

二、为什么使用 DL 做价值函数逼近

使用函数拟合器逼近价值函数，将原问题转为一个优化问题

    1 1 1argmax , ; , , ;t t t t t tLoss Q S A R Q S A


       (4)

Loss()代表损失函数，如均方误差（MSE）。有拟合 Q 迭代（Fitted Q Iteration）和在线

Q 迭代（Online Q Iteration）两种算法

图 1：拟合 Q 迭代和在线 Q 迭代算法

值得注意的是，拟合 Q 迭代和在线 Q 迭代都是离轨的，因此，它们可以多次重用过去

的经验。我们将在下一节对此进行讨论。
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三、DQN
DQN 通过使用两个关键技术结合 Q-learning 和深度学习来解决不稳定性问题：

回放缓存（Replay Buffer）：这是一种被称为经验重演的生物学启发机制。每个时间步

t 中，DQN 先将智能体获得的经验(St,At,Rt,St+1)存入回放缓存中，然后从该缓存中均匀采样

小批量样本用于 Q-Learning 更新。回放缓存相较于拟合 Q 迭代有几个优势。首先，它可以

重用每个时间步的经验来学习 Q 函数，这样可以提高数据使用效率。其次，如果像拟合 Q
迭代那样没有回放缓存，那么一个批次中的样本将会是连续采集的，即样本高度相关。这样

会增加更新的方差。最后，经验回放防止用于训练的样本只来自上一个策略，这样能平滑

学习过程并减少参数的震荡或发散。在实践中，为了节省内存，我们往往只将最后 N 个经

验存入回放缓存（FIFO 缓存）。

目标网络：它作为一个独立的网络，用来代替所需的 Q 网络来生成 Q-learning 的目标，

进一步提高神经网络的稳定性。此外，目标网络每 C 步将通过直接复制（硬更新）或者指

数衰减平均（软更新）的方式与主 Q 网络同步。目标网络通过使用旧参数生成 Q-learning
目标，使目标值的产生不受最新参数的影响，从而大大减少发散和震荡的情况。例如，在动

作(St,At)上的更新使得 Q值增加，此时 St和 St+1的相似性可能会导致所有动作 a的 Q(St+1,a)
值增加，从而使得由 Q 网络产生的训练目标值被过估计。但是如果使用目标网络产生训练

目标，就能避免过估计的问题。

由于将任意长度的历史数据作为神经网络的输入较为复杂，DQN 转而处理由函数ϕ生成

的固定长度表示的历史数据。准确来说，ϕ集合了当前帧和前三帧的数据，这对于跟踪时间

相关信息（如对象的移动）非常有用。完整的算法展示在算法 4.17 中。其中原始帧被调整

为 84×84 的灰度图像。函数ϕ堆叠了最近 4 帧的数据作为神经网络的输入。此外，神经网络

的结构由三个卷积层和两个完全连接的层组成，每个有效动作只有一个输出。我们将在 4.8
节讨论更多的训练细节。

图 2：DQN

四、Double DQN
Double DQN 是对 DQN 在减少过拟合方面的改进。注意到 Q-learning 的目标包含一个最
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大化算子 max的操作。而 Q 又由于环境、非稳态、函数近似或者其他原因，可能带有噪声。

最大噪声的期望并不会小于再生的最大期望，即

       1 1max , , max , ,n n        (5)

因此，下一个 Q值往往被过估计了。标准 Q学习的目标可以被重写如下

^ ^ ^ ^

1 1, argmax , ; ;t t ta
R Q S Q S a   

       
(6)

公式（6）存在自举半梯度的问题，因此增加一个额外的网络

 
^ ^

1 1, argmax , ; ;t t ta
R Q S Q S a   

   
 

(7)

五、Dueling DQN
对于某些状态来说，不同的动作与预期值无关，因此我们不需要学习各个动作对该状态

的影响。Dueling DQN 提出了一种新的网络结构来实现这一思想。确切地说，Q 值可以被分

为状态值和动作优势两个部分。

     , ,Q s a V s A s a    (8)

之后，Dueling DQN 通过如下方法将两部分的表示分开

        '
, ; , , ; , , ; , max , '; ,v a v a aa

Q s a V s A s a A s a           (9)

六、优先经验回放

标准 DQN 中还剩下的一个可改进的地方就是，使用更好经验回放采样策略。优先经验

回放（Prioritized Experience Replay，PER）是一种将经验进行优先排序的技术。通过该技术

可以使重要的状态转移经验被更加频繁地回放(Schauletal.,2015)。PER 的核心思想是通过 TD
误差δ来考虑不同状态转移数据的重要性。TD 误差δ是一个令人惊喜的衡量标准。该方法之

所以能有效，是由于某些经验数据相较于其他经验数据，可能包含更多值得学习的信息，所

以给予这些包含更丰富信息量的经验更多的回放机会，有助于使得整个学习进度更为快速

和高效。

当然，直接使用 TD 误差做优先排序是最直接能想到的方法。然而这种方法有一些问题。

首先，扫描整个回放缓存空间非常低效。其次，这种方法对近似误差和随机回报的噪声十分

敏感。最后，这种贪心的方法会使误差收敛缓慢，可能导致刚开始训练时有着高误差的状态

转移被频繁地回放。为了克服这些问题，文献(Schauletal.,2015)提出了使用如下方法计算状

态转移 i 的采样概率：

  i

kk

pP i
p




 (10)

其中，pi 指状态转移 i 的优先级，它是一个正数，即 pi>0。α是一个指数超参数，α=0
对应均匀采样情况，而 k表示对采样的状态转移进行枚举。

七、更多改进内容：多步学习、噪声网络和值分布强化学习

Rainbow 在包含 Double Q-Learning、Dueling 结构和 PER 之外，还包含了另外 3 个 DQN
的扩展，并在雅达利游戏上取得了显著的成果(Hesseletal.,2018)。在本节中，我们将对此展

开讨论，并进一步讨论它们的延伸内容。

第一个扩展是多步学习（Multi-Step Learning）。使用 n 步回报将使估计更加准确，也

被证明可以通过适当调整 n 值来加快学习速度(Suttonetal.,2018)。然而，在离线策略学习过
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程中，目标策略和行为策略在多个步骤中的行为选择可能并不匹配。我们可以在文献

(Hernandez-Garciaetal.,2019)中找到一个系统性的研究方法来纠正此类错配问题。Rainbow 直

接使用了来自给定状态 St 的截断的 n 步回报 Rt(k)(Castroetal.,2018;Hesseletal.,2018)，其中

Rt(k)由以下公式定义。

 
1

0

n
k k
t t k

k
R R






 (11)

接着，Q-Learning 多步学习变体的目标通过下式定义
   max ,k k
t t ka
R Q S a  (12)

第二个扩展是噪声网络(Fortunatoetal.,2017)。它是另一种ϵ贪心的探索算法，对于像《蒙

特祖玛的复仇》这样需要大量探索的游戏十分有效。我们使用一个额外的噪声流将噪声加入

线性层 y=(Wx+b)中。

    noisy w noisy by Wx b W x b      (13)

实验表明，噪声网络相比于许多基线算法，使得众多雅达利游戏的得分有了大幅提升。

最后一个扩展是值分布强化学习(Bellemareetal.,2017)。该方法为值估计提供了一个新的

视角。文献(Bellemareetal.,2017)提出了分布式贝尔曼算子 Tπ用于估计回报 Z 的分布，以改进

过去只考虑 Z 的期望的做法:

Z R P Z    (14)

下图展示

一种连续分布情况

图 3：一种分布式贝尔曼算子在连续分布上的情况。它提供了在策略π下，下个状态的回报

分布。它将先被折扣因子γ折损，然后被当前时间步中的奖励移动
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